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SERIES

Séries numériques

Fiche d’exercices numéro 1.

Exercice 1. Etudier les séries numériques de termes généraux suivants :
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Exercice 2.

On admet que la série de terme général converge et celle de terme general di-

1
n(n+1)
verge. En utilisant ces deux résultats, étudier la nature des séries de terme généraux :
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Exercice 3. Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :
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Exercice 4. (Critére de Leibniz) Rappeler le critere de Leibniz pour les séries alternées puis
étudier la nature des séries suivantes :
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converge.

Exercice 5. Pour n > 2, on pose u;, =

e . (—=1)"
1. Justifier que la série
1’; \/ﬁ

2. Etablir que lorsque 7 tend vers +oo
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3. Etudier la convergence de la série de terme général u,,.

4. Qu’a-t-on voulu mettre en évidence dans cet exercice?
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Exercice 6. Soit a €0, -0, on considere la série de terme général u,, = (ST

Montrer que {un} converge absolument si et seulement si a > V2.

Exercice 7.

e L , .. sinn
1. Justifier que le série de terme général

est convergente.
n

. ., ,sinn
2. Montrer que la série de terme général

ne converge pas absolument.
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Exercice 8. (Calcul des sommes) Prouver la convergence et calculer les sommes des séries
suivantes :
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On pourra utiliser le fait que | sinn| > sin®n =
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Exercice 9. Calculer les sommes des séries suivantes, en montrant leur convergence :
iy i n & 2n—1
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Exercice 10. (Pour aller un peu plus loin) Soit (u,) une suite de réels strictement positifs
pour laquelle il existe &« > 1 et ny € IN tels que:

14
Vn > ng Unil < " )
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Montrer que ) u, converge.
13..2n—1
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Application : u, =

Exercice 11. Soit (1, ) une suite décroissante a termes positifs. On suppose que }_ 1, converge.

Montrer que lim nu, = 0.
n—oo

Exercice 12. Soit « €] %, +oo[ et Y u,, n > 1 une série a termes positifs convergente. Montrer

Nom

que la série de terme général v, = ~— converge.
an

Exercice 13. Soit ) u, une série a termes réels positifs et, pour tout n € NN,
1
Sn = Z u. On suppose que pour toutn > 1, Sy, < (1 + E) Su. Montrer que Z u, converge.
k=0
Exercice 14.

1. Enoncer le I'inégalité des accroissements finis pour une fonction f.

Yy
1+x2

2. Montrer que pour tout x,y > 0,0 < |arctan(x + y) — arctan x| <



3. Pour a > 0, étudier la convergence de la série de terme général
u, = arctan(n + a) — arctan .

Exercice 15. (Cas limite de la regle de d’Alembert)

1x3x5x---x(2n—-1)

1. Soit, ti >1,u, =
oit, pour un entier n > 1, uy, 2><4><6><~~><(2n)

.. u
a. Quelle est la limite de -1 ?

Un
b. Montrer que la suite nu, est croissante. En déduire que la série de terme général
uy est divergente.

1 ce 2n —
2. Soit, pour tout entier n > 2, v,, = >2< i >4< >5< : % - X >(< len)B)'

v
a. Quelle est la limite de —L ?

On

3
b. Montrer que, sil < a < 5/ ona (n+1)*v,41 < n*vy,. En déduire que la série de

terme général v, converge.



